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Структура розв’язкiв диференцiальних рiвнянь
у банаховому просторi на нескiнченному iнтервалi
(Представлено членом-кореспондентом НАН України А.Н. Кочубеєм)
Описано всi розв’язки рiвняння вигляду (d=dt   A)n(d=dt + A)my(t) = 0 (n;m 2 N0 =
= f0gSN, n + m > 1) на пiвосi або на всiй числовiй осi, де A — iнфiнiтезимальний
генератор обмеженої аналiтичної C0-пiвгрупи лiнiйних операторiв у банаховому про-
сторi. Показано, що будь-який розв’язок розглянутого рiвняння на (0;1) є аналiтичною
вектор-функцiєю на цьому промiжку, а кожен його розв’язок на ( 1;1) допускає про-
довження до цiлої вектор-функцiї. В обох випадках для розв’якiв встановлено аналог
принципу Фрагмена–Лiндельофа.
Ключовi слова : диференцiальне рiвняння у банаховому просторi, C0-пiвгрупа лiнiйних
операторiв, обмежена аналiтична пiвгрупа, аналiтичнi i цiлi вектори замкненого операто-
ра, принцип Фрагмена-Лiндельофа.
Основна мета роботи — дослiдження розв’язкiв y(t) рiвняння
d
dt
 A
n d
dt
+A
m
y(t) = 0; t 2 I; n;m 2 N0; n+m > 1; (1)
де I = (0;1) або ( 1;1), A — iнфiнiтезимальний генератор (просто генератор) обмеженої
аналiтичної C0-пiвгрупи в банаховому просторi B з нормою k  k над полем C комплексних
чисел такий, що 0 2 (A), () — резольвентна множина оператора. Зазначимо, що випадки
n = 1, m = 0 та n = 0, m = 1, а також n = m > 1 розглянуто в [1, 2]. Крiм того, варто
вiдмiтити, що рiвняння (1) при конкретних реалiзацiях простору B i оператора A мiстить
у собi рiзноманiтнi класи рiвнянь математичної фiзики в певних функцiональних просторах.
1. Нехай L(B) — множина всiх обмежених лiнiйних операторiв в B i fU(t)gt>0 — C0-пiв-
група операторiв U(t) 2 L(B) (щодо теорiї пiвгруп у банаховому просторi див. [3, 4]), тобто:
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1) U(0) = I, I — одиничний оператор в B;
2) 8t; s > 0: U(t + s) = U(t)U(s);
3) 8x 2 B : lim
t!0
kU(t)x   xk = 0.
Генератор A пiвгрупи fU(t)gt>0 визначається як
D(A) =

x 2 B : lim
t!0
1
t
(U(t)x  x) iснує

;
Ax = lim
t!0
1
t
(U(t)x  x); x 2 D(A):
Оператор A замкнений, i його область визначення D(A) є щiльною в B (множину всiх
таких операторiв позначатимемо через E(B)). Бiльш того, D(A) є U(t)-iнварiантною, тобто
U(t)x 2 D(A) при x 2 D(A), t > 0, i AU(t)x = U(t)Ax.
Скрiзь у подальшому пiд fetAgt>0 розумiтимемо пiвгрупу, що генерується оператором A.
C0-пiвгрупа fU(t)gt>0 називається аналiтичною з кутом аналiтичностi  2 (0; =2], якщо
оператор-функцiя U() визначена в секторi S = fz : j arg zj < g i має такi властивостi:
1) 8z1, z2 2 S : U(z1 + z2) = U(z1)U(z2);
2) 8x 2 B : U(z)x є аналiтичною в S;
3) 8x 2 B : kU(z)x  xk ! 0 при z ! 0 у будь-якому замкненому пiдсекторi сектора S.
Якщо, крiм того, сiм’я U(z) обмежена на кожному секторi S з  < , то пiвгрупа
fU(t)gt>0 називається обмеженою аналiтичною з кутом .
Нехай тепер A — довiльний оператор з E(B). Позначимо через G(1)(A) простiр цiлих
векторiв оператора A:
G(1)(A) = proj lim
!0
G1 (A) =
\
>0
G1 (A);
де
G1 (A) =
(
x 2
\
n2N0
D(An)
9c = c(x) > 0;8k 2 N0 = f0gSN : kAkxk 6 ckkk) —
банахiв простiр вiдносно норми
kxkG1 (A) = sup
k2N0
kAkxk
kkk
:
Збiжнiсть у просторi G(1)(A) означає збiжнiсть у кожному G1 (A),  > 0. Зауважимо, що
G(1)(A) можна отримати, обмежившись лише  = 1=n, n 2 N. Таким чином, простiр G(1)(A)
є злiченно-нормованим (див. [5]).
Твердження 1 (див. [2]). Нехай A 2 E(B). Тодi для довiльних x 2 G(1)(A) та z 2 C
ряд
1P
k=0
zkAkx=k! збiгається в просторi G(1)(A) i оператор-функцiя
exp(zA) =
1X
k=0
zkAk
k!
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є цiлою в G(1)(A). Бiльш того, сiм’я fexp(zA)gz2C утворює однопараметричну групу в
G(1)(A). Якщо A — генератор обмеженої аналiтичної пiвгрупи fetAgt>0, то
G(1)(A) = B; G(1)(A) =
\
t>0
R(etA)
(R() — область значень оператора), i
8x 2 G(1)(A) : exp(tA)x =
(
etAx; при t > 0;
(e tA) 1x; при t < 0:
З твердження 1 випливає, що для довiльного z 2 C має мiсце включення
exp(zA)G(1)(A)  G(1)(A) i якщо 0 2 (A), то AG(1)(A) = G(1)(A).
Надалi для C0-пiвгрупи fetAgt>0 припускатимемо, що ker etA = f0g для будь-якого t > 0.
Без обмеження загальностi вважатимемо також fetAgt>0 пiвгрупою стискiв.
Позначимо через B t(A) (t > 0) поповнення B за нормою
kxk t = ketAxk:
Норми k  k t, t > 0, є узгодженими i порiвнянними на B. Отже, при t < t0 маємо щiльне й
неперервне вкладення B t(A)  B t0(A). Покладемо
B (A) = proj lim
t!0
B t(A):
Зауважимо, що для одержання B (A) досить обмежитися просторами B 1=n(A), n 2 N.
Таким чином, B (A) — повний злiченно-нормований простiр (щодо злiченно-нормованих
просторiв i операторiв у них див [5]).
Оператор etA допускає неперервне розширення eU(t) з B на B t(A), причому, внаслiдок
неперервностi вкладення B t(A) в B t0(A) при t < t0, eU(t0) B t(A)= eU(t).
На просторi B (A) задамо оператори U(t) (t > 0) таким чином:
8x 2 B (A) : U(t)x = eU(t)x при t > 0; U(0)x = x:
Нижченаведене твердження характеризує оператори U(t) (див. [1]).
Твердження 2. Сiм’я fU(t)gt>0 утворює одностайно неперервну C0-пiвгрупу лiнiйних
операторiв у просторi B (A) таку, що:
1) 8t > 0: U(t)B (A)  B;
2) 8t > 0, 8x 2 B : U(t)x = etAx;
3) 8t; s > 0, 8x 2 B (A) : U(t + s)x = etAU(s)x = esAU(t)x.
Якщо пiвгрупа fetAgt>0 є диференцiйовною при t > 0, то вкладення B в B (A) є стро-
гим: B  B (A), генератор bA пiвгрупи fU(t)gt>0 визначений i неперервний на всьому про-
сторi B (A) i є замиканням A в B (A), а отже, пiвгрупа fU(t) = et bAgt>0 є нескiнченно
диференцiйовною на [0;1) в B (A). За умови, що 0 2 (A), оператор bA має неперерв-
ний обернений, визначений на всьому B (A). Якщо пiвгрупа fetAgt>0 аналiтична в B, то
оператор-функцiя U(t) є аналiтичною в B (A).
2. Вектор-функцiя y(t) : (0;1) 7! D(An+m) називається розв’язком рiвняння (1) на
(0;1), якщо вона n + m разiв неперервно диференцiйовна на (0;1) i задовольняє там
це рiвняння. Пiдкреслимо, що жодних умов на поведiнку y(t) в околi нуля не накладається.
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Теорема 1. Нехай A — генератор обмеженої аналiтичної C0-пiвгрупи fetAgt>0 в B
i 0 2 (A). Вектор-функцiя y(t) є розв’язком рiвняння (1) на (0;1) тодi i тiльки тодi,
коли вона може бути зображена у виглядi
y(t) =
n 1X
k=0
tkU(t)fk +
m 1X
k=0
tk exp( tA)gk; (2)
де fk 2 B (A), gk 2 G(1)(A). Вектори fk, k = 0; 1; : : : ; n   1, i gk, k = 0; 1; : : : ;m   1,
визначаються однозначно за y(t).
Позначимо через Gf1g(A) простiр аналiтичних векторiв оператора A:
Gf1g(A) =
(
x 2
\
n2N0
D(An)
9 > 0;9c = c(x) > 0;8k 2 N0 : kAkxk 6 ckkk);
надiлений топологiєю iндуктивної границi просторiв G1 (A). З визначення аналiтичної пiв-
групи, твердження 2 i теореми 1 випливають такi наслiдки.
Наслiдок 1. Будь-який розв’язок рiвняння (1) на (0;1) є аналiтичною вектор-функ-
цiєю зi значеннями в Gf1g(A).
Наслiдок 2. Кожний розв’язок y(t) рiвняння (1) на (0;1) i його похiднi будь-якого
порядку мають граничнi значення в точцi нуль у просторi B (A).
Природно постає питання: за яких умов на розв’язок y(t) усi fk (k = 0; 1; : : : ;m   1)
в його зображеннi (2) належать до вихiдного простору B? Вiдповiдь дає така теорема.
Теорема 2. Якщо простiр B є рефлексивним, то розв’язок y(t) рiвняння (1) на (0;1)
можна подати у виглядi (2) з fk 2 B (k = 0; 1; : : : ;m  1) тодi i тiльки тодi, коли ddt  A
k
y(t)
 <1; t 2 (0; 1]; k = 0; 1; : : : ;m  1: (3)
Умова (3) еквiвалентна iснуванню граничних значень в нулi вектор-функцiй (d=dt  
 A)ky(t) (k = 0; 1; : : : ;m 1) у просторi B. У випадку, коли m = 1 i B рефлексивний, обме-
женiсть розв’язку в околi нуля рiвносильна iснуванню його граничного значення в точцi 0
в B. Але, як показано в [6], це, взагалi кажучи, не так при m > 1. Наприклад, для бiгар-
монiчного рiвняння (A2 =  d2=dx2) iз обмеженостi в середньому квадратичному розв’язку
в околi границi ще не випливає iснування середньоквадратичного граничного значення.
Покладемо
s = s(A) = sup
2(A)
Re; (4)
де (A) — спектр оператора A. Як вiдомо, s(A) є не що iнше, як тип пiвгрупи fetAgt>0.
Оскiльки, за припущенням, ця пiвгрупа є обмеженою аналiтичною i 0 2 (A), то s < 0.
Теорема 3 (аналог принципу Фрагмена–Лiндельофа). Нехай ! <  s. Якщо для розв’яз-
ку y(t) рiвняння (1) на (0;1) виконується нерiвнiсть
lim
t!1
ln ky(t)k
t
< !;
то
8" > 0: lim
t!1
ln ky(t)k
t
6  ! + ":
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3. Перейдемо тепер до випадку I = ( 1;1). Має мiсце таке твердження.
Теорема 4. Нехай A — генератор обмеженої аналiтичної C0-пiвгрупи в B i 0 2 (A).
Вектор-функцiя y(t) : ( 1;1) 7! D(An+m) є розв’язком рiвняння (1) на ( 1;1) тодi
i тiльки тодi, коли вона допускає зображення вигляду (2) з fk, gk 2 G(1)(A). Вектори fk,
k = 0; 1; : : : ; n   1, i gk, k = 0; 1; : : : ;m   1, визначаються однозначно за y(t).
З твердження 1 i теореми 4 безпосередньо випливає
Наслiдок 3. Будь-який розв’язок рiвняння (1) на ( 1;1) може бути продовжений
до цiлої вектор-функцiї в просторi G(1)(A).
Звiдти ж приходимо до висновку, що простiр усiх розв’язкiв цього рiвняння є нескiнчен-
новимiрним. Бiльш того, для них здiйснюється аналог принципу Фрагмена–Лiндельофа,
а саме, має мiсце така теорема.
Теорема 5. Нехай y(t) — розв’язок рiвняння (1) на ( 1;1). Якщо
9 2 (0; s); 9c > 0 : ky(t)k 6 cejtj; t 2 ( 1;1);
(s визначено формулою (4)), то y(t)  0.
Наслiдок 4 (аналог теореми Лiувiлля).Нехай y(t) — розв’язок рiвняння (1) на ( 1;1).
Тодi
sup
t2( 1;1)
jy(t)j <1 =) y(t)  0; t 2 ( 1;1):
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Структура решений дифференциальных уравнений в банаховом
пространстве на бесконечном интервале
Описаны все решения уравнения вида (d=dt A)n(d=dt+A)my(t) = 0 (n;m 2 N0 = f0g
S
N; n+
+m > 1) на полуоси или на всей числовой оси, где A — инфинитезимальный генератор огра-
ниченной аналитической C0-полугруппы линейных операторов в банаховом пространстве.
Показано, что всякое решение рассмотренного уравнения на (0;1) является аналитиче-
ской вектор-функцией на этом промежутке, а каждое его решение на ( 1;1) допускает
продолжение до целой вектор-функции. В обоих случаях для решений установлен аналог
принципа Фрагмена–Линделефа.
Ключевые слова: дифференциальное уравнение в банаховом пространстве, C0-полугруп-
па линейных операторов, ограниченная аналитическая полугруппа, аналитические и целые
векторы замкнутого оператора, принцип Фрагмена–Линделефа.
V.M. Gorbachuk
NTU of Ukraine “Kiev Polytechnic Institute”
E-mail: valgorbachuk@gmail.com
Structure of solutions of diﬀerential equations in a Banach space on an
inﬁnite interval
For an equation of the form (d=dt   A)n(d=dt + A)my(t) = 0, (n;m 2 N0 = f0g
S
N; n +m > 1)
on the semiaxis or the whole real axis, where A is the inﬁnitesimal generator of a bounded analytic
C0-semigroup of linear operators on a Banach space, all its solutions are described. It is shown that
any solution of the equation under consideration on (0;1) is an analytic vector-valued function
on this semiaxis, and every its solution on ( 1;1) admits an extension to an entire vector-
valued function. In both cases, an analogue of the Phragme´n-Lindelo¨f principle for the solutions
is established.
Keywords: diﬀerential equation in a Banach space, C0-semigroup of linear operators, bounded
analytic semigroup, analytic and entire vectors of a closed operator, the Phragme´n-Lindelo¨f pri-
nciple.
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